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Àííîòàöèÿ

Äîêàçûâàåòñÿ ãèïîòåçà Ðèìàíà î íåòðèâèàëüíûõ íóëÿõ äçåòà-ôóíêöèè.

Åñëè íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî s0 = σ0 + it0 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì

íóë¼ì, òî (σ0, t0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåêîòîðîé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé äâóõ

äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ σ è t.

Èçó÷åíèå îäíîãî èç äâóõ óðàâíåíèé ïîêàçàëî, ÷òî åãî ëåâàÿ ÷àñòü íå âîç-

ðàñòàåò, à ïðàâàÿ ÷àñòü âîçðàñòàåò ïðè ôèêñèðîâàííîì t = t0 > 0 êàê ôóíêöèè

ïåðåìåííîé σ íà ìíîæåñòâå òàê íàçûâàåìûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, çíà÷èò, ïðè

t = t0 ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Èç ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íîñòè íåòðèâèàëüíûõ

íóëåé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé Re s = 1/2 ñëåäóåò, ÷òî σ0 = 1/2.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïîòåçà Ðèìàíà; äçåòà-ôóíêöèÿ; íåòðèâèàëüíûå íóëè

Áëàãîäàðíîñòè: Ðàáîòà âûïîëíåíà áåç êàêîé-ëèáî ôèíàíñîâîé ïîääåðæêè.

Abstract

The Riemann hypothesis on nontrivial zeros of the zeta function is proved.

If a complex number s0 = σ0 + it0 is a nontrivial zero, thån (σ0, t0) is a solution

to a system of two equations of two real variables σ and t.

Considering one of that two equations one can found that the left side of it does

not increase and the right one increases as a function of σ ∈ (0, 1) on the set of so

called critical values of σ, so (σ0, t0) is the unique solution at t = t0. As nontrivial
zeros are symmetric about the line σ = 1/2 it follows that σ0 = 1/2.
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Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü s = σ + it � êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, ãäå σ = Re s, t = Im s.
Äàëåå, ïóñòü x ∈ R - äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ. Ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëü-
íûõ ÷èñåë îáîçíà÷àåì N0.

Èçâåñòíî [1], ÷òî ïðè Re s > 0, s 6= 1 äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ζ(s) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ζ(s) = 1 +
1

s− 1
− s

∞∫
1

{x}
xs+1

dx (1)

Çäåñü {x} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü ÷èñëà x. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî 1 â âèäå

ζ(s) = s

 1

s− 1
−
∞∫
1

{x}
xs+1

dx


Òîãäà íàõîæäåíèå íåòðèâèàëüíûõ íóëåé ôóíêöèè ζ(s) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíå-
íèÿ

∞∫
1

{x}
xs+1

dx =
1

s− 1
(2)

Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

1

xs+1
=

1

xσ+1
(cos(t lnx)− i sin(t lnx)) ,

1

s− 1
=

σ − 1

(σ − 1)2 + t2
− i t

(σ − 1)2 + t2
.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå 2 áóäåò ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx =
t

(σ − 1)2 + t2
.

(3)

Ýòó ñèñòåìó íàçûâàåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé.

Êàê èçâåñòíî, íóëè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äåéñòâè-
òåëüíîé îñè, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé t > 0.

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè âñåãäà 0 < σ < 1, t > 0. Êðîìå òîãî, íåêîòîðûé
íåòðèâèàëüíûé íóëü s0 = σ0 + it0 áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ôèêñèðîâàííûì.

Ãèïîòåçà Ðèìàíà óòâåðæäàåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî σ0 =
1

2
.
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1 Î ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ñèñòåìû

Ââåäåì ñëåäóþùèå 4 ôóíêöèè:

u1(σ, t) =

∞∫
1

{x}
xσ+1

cos(t lnx)dx,

u2(σ, t) =
σ − 1

(σ − 1)2 + t2
,

v1(σ, t) =

∞∫
1

{x}
xσ+1

sin(t lnx)dx,

v2(σ, t) =
t

(σ − 1)2 + t2
.

Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó 3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
u1(σ, t) = u2(σ, t),

v1(σ, t) = v2(σ, t).
(4)

Åñëè s0 = σ0 + it0 - íåòðèâèàëüíûé íóëü äçåòà-ôóíêöèè, òî (σ0, t0) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû 4 è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ v1(σ, t) = v2(σ, t); â äàëüíåéøåì èç-
ëîæåíèè ôèêñèðóåì çíà÷åíèå t = t0 > 0. Äàëåå èçó÷àåì ïîâåäåíèå ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòåé èìåííî ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíà σ. Èçó÷åíèå äðóãîãî óðàâíå-
íèÿ ýòîé ñèñòåìû ëîãè÷åñêîé íåîáõîäèìîñòè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû íå èìååò.

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ w = v2(σ, t0) ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 > 0 âîçðàñòàåò êàê ôóíêöèÿ

îò ïåðåìåííîé σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà

dv2
dσ

= − 2(σ − 1)t0
(t20 + (σ − 1)2)2

> 0

�

Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè w = v2(σ, t0) ïðè σ ∈ (0, 1)

ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó

(
t0

1 + t20
,

1

t0

)
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàôèê ôóíêöèè w = v2(σ, t0) öåëèêîì ëåæèò â ïðÿìîóãîëü-
íèêå

R =

{
(σ,w)

∣∣∣ 0 < σ < 1,
t0

1 + t20
< w <

1

t0

}
Îïðåäåëåíèå 1. Ïðÿìîóãîëüíèê R áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì ïðÿìîóãîëüíè-

êîì.
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Ðèñ. 1.1. Êðèòè÷åñêèé ïðÿìîóãîëüíèê

Äàëåå íàñ èíòåðåñóåò ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè v1(σ, t0), ëåæàùàÿ â ýòîì ïðÿìî-
óãîëüíèêå.

Îïðåäåëåíèå 2. Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé σ, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà

(σ, v1(σ, t0)) ãðàôèêà ôóíêöèè v1(σ, t0) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå,

áóäåì íàçûâàòü êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå σ0 ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé σ, ò.ê.
òî÷êà (σ0, v1(σ0, t0)) íàõîäèòñÿ â êðèòè÷åñêîì ïðÿìîóãîëüíèêå; â òî æå âðåìÿ ýòî
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé v1(σ, t0) è v2(σ, t0).

2 Ìíîæåñòâî M è åãî ñâîéñòâà

Îáîçíà÷èì <[a, b] ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ ïî Ðèìàíó íà îòðåçêå
[a, b]. Íàì áóäåò ïîëåçíà [2, c. 352]

Òåîðåìà. (âòîðàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà). Åñëè f, g ∈ <[a, b] è g - ìîíî-
òîííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ, òî íàéä¼òñÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b] òàêàÿ, ÷òî

b∫
a

f(x)g(x)dx = g(a)

ξ∫
a

f(x)dx+ g(b)

b∫
ξ

f(x)dx.

Îáîçíà÷èì

A(ξ) =

ξ∫
a

f(x)dx è B(ξ) =

b∫
ξ

f(x)dx.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

M = M [a, b] =

{
ξ ∈ [a, b]

∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)g(x)dx = g(a)A(ξ) + g(b)B(ξ)

}
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Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê èç [a, b], ÿâëÿþùèõñÿ íóëÿìè ôóíêöèè

F (z) =

b∫
a

f(x)g(x)dx− g(a)A(z)− g(b)B(z)

Âûøå óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî.

ÌíîæåñòâîM çàìêíóòî êàê ïðîîáðàç îäíîòî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà {0}. Êðîìå òîãî,
îíî îãðàíè÷åíî ñíèçó a, ñâåðõó b, ïîýòîìó inf M = minM, supM = maxM . Îáîçíà-
÷èì ξ = minM, ξ = maxM.

Èòàê, M ⊆ [ξ, ξ].

Äîêàæåì ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü g- ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ξ, ξ′ ∈M
ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ìíîæåñòâîM ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî ðàâåíñòâî î÷å-
âèäíî.

Ïóñòü â ìíîæåñòâå M èìååòñÿ áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûå ξ, ξ′ ∈M, òàêèå, ÷òî ξ < ξ′.

b∫
a

f(x)g(x)dx =


g(a)A(ξ) + g(b)B(ξ)

g(a)A(ξ′) + g(b)B(ξ′) = g(a)A(ξ) + g(a)
ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx+ g(b)B(ξ′)

Ñëåäîâàòåëüíî,

g(a)A(ξ) + g(a)

ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx+ g(b)B(ξ′) = g(a)A(ξ) + g(b)B(ξ),

g(a)

ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx = g(b)(B(ξ)−B(ξ′)),

g(a)

ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx = g(b)

( b∫
ξ

f(x)dx−
b∫

ξ′

f(x)dx

)
,

g(a)

ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx = g(b)

ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx,

(g(a)− g(b))

ξ′∫
ξ

f(x)g(x)dx = 0.
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Òàê êàê ôóíêöèÿ g(x) ñòðîãî ìîíîòîííà, òî g(a)− g(b) 6= 0, ïîëó÷àåì äîêàçûâà-
åìîå ðàâåíñòâî.

�

Ëåììà 2. Ôóíêöèÿ v1(σ, t0) ïðè ôèêñèðîâàííîì t0 > 0 íå âîçðàñòàåò íà ìíîæåñòâå

êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé σ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì

Ψ(σ, x) =
{x}
xσ+1

sin(t0 lnx).

Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

v1(σ, t0) =

∞∫
1

Ψ(σ, x)dx.

Òàê êàê v1(σ, t0) = v2(σ, t0) > 0 ïðè t0 > 0, òî v1(σ, t0) > 0.

Îáîçíà÷èì

U =

(
t0

1 + t20
,

1

t0

)
.

Íàì áóäåò äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ v1(σ, t0) íåïðåðûâíà ïî σ êàê ëåâàÿ
÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû 3 (â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðåäïîëàãàåò èíòåãðèðóåìîñòü
ôóíêöèè Ψ(σ, x) íà ëó÷å [1,+∞)), ïîýòîìó äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè σ íàéä¼òñÿ
òàêîå ïîëîæèòåëüíîå δ = δ(σ), ÷òî îáðàç δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè σ áóäåò ñîäåðæàòüñÿ
â U, òî åñòü ýòà îêðåñòíîñòü áóäåò êðèòè÷åñêèì ïîäìíîæåñòâîì.

Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó σ.

Ïóñòü σ′ - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî σ+σ′ < σ+δ, òî åñòü σ+σ′

- êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî v1(σ + σ′, t0) 6 v1(σ, t0).

Î÷åâèäíî, ÷òî

Ψ(σ + σ′, x) =
1

xσ′ Ψ(σ, x).

Òàê êàê σ è σ+σ′ - êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ, òî v1(σ, t0) ∈ U è v1(σ+σ′, t0) ∈ U , ïîýòîìó
äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî X0 è ëþáîãî X > X0 èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

X∫
1

Ψ(σ, x)dx ∈ U è

X∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx ∈ U. (5)

Â ÷àñòíîñòè,
X∫
1

Ψ(σ, x)dx > 0 è

X∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx > 0. (6)
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Óòâåðæäåíèå ëåììû 2 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó 7:

+∞∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx 6

+∞∫
1

Ψ(σ, x)dx. (7)

Áóäåò äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

X∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx 6

X∫
1

Ψ(σ, x)dx. (8)

Ôóíêöèÿ sin(t0 lnx) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ xk = eπk/t0 , ãäå k ∈ Z. Áîëåå
òîãî, òàê êàê èçíà÷àëüíî x > 1, òî èç íåðàâåíñòâà t0 lnx > 0 è ðàâåíñòâà t0 lnx = πk
ñëåäóåò, ÷òî k > 0.

ßñíî, ÷òî x0 = 1.

×èñëî k áóäåì íàçûâàòü íîìåðîì èíòåðâàëà (xk, xk+1). Íà êàæäîì èç òàêèõ èí-
òåðâàëîâ ôóíêöèÿ sin(t0 lnx) èìååò îäèí è òîò æå ïîñòîÿííûé çíàê. Òàê êàê t0 > 0
è lnx > 0 ïðè x > 1, òî î÷åâèäíî, ÷òî íà èíòåðâàëå ñ íîìåðîì k = 0 ýòîò çíàê ïîëî-
æèòåëüíûé, äàëåå ïðè ïåðåõîäå ñ îäíîãî èíòåðâàëà íà ñîñåäíèé çíàêè ÷åðåäóþòñÿ.

Èíòåðâàëû ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè áóäåì íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûìè, à èíòåðâà-
ëû ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè íàçîâ¼ì îòðèöàòåëüíûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè è
ïîëóèíòåðâàëû áóäåì òàêæå íàçûâàòü ïîëîæèòåëüíûìè èëè îòðèöàòåëüíûìè.

Êðîìå êîíöîâ ïîëîæèòåëüíûõ èëè îòðèöàòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, ôóíêöèÿ Ψ(σ, x)
íà êàæäîì èíòåðâàëå ìîæåò ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíî åù¼ êîíå÷íîå ìíîæåñòâå íó-
ëåé çà ñ÷¼ò ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (èç-çà ìíîæèòåëÿ {x}), â
îñòàëüíûõ òî÷êàõ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è sin(t0 lnx).

Íà îòðåçêå [1, X] ñîäåðæèòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ
1, êîòîðûå çà ñ÷¼ò ìíîæèòåëÿ {x} ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ðàçðûâà. Äðóãèõ òî÷åê ðàç-
ðûâà íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî åù¼ îäèí - ïðÿìîé äîâîä ê òîìó, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(σ, x)
èíòåãðèðóåìà ïî x íà ýòîì îòðåçêå.

Íà òî÷êó X íàêëàäûâàåì äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå: îíà äîëæíà íàõîäèòüñÿ
â êàêîì-ëèáî ïîëîæèòåëüíîì èíòåðâàëå èëè ñîâïàñòü ñ åãî ïðàâûì êîíöîì.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ôóíêöèÿ

Φ(x) =

X∫
x

Ψ(σ, x)dx, x ∈ [1, X].

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà.

Òàê êàê Φ(X) =
X∫
X

Ψ(σ, x)dx = 0, òî÷êà x = X ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ôóíêöèè Φ(x).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà x = X ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íóë¼ì. Íî òîãäà
ýòà ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò êàêîé-òî îäèí îïðåäåë¼ííûé çíàê íà âñ¼ì èíòåðâàëå (1, X).
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Â íàøåì ñëó÷àå â ñèëó íåðàâåíñòâ 6 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Φ(1) > 0, çíà÷èò,
ôóíêöèÿ Φ(x) ïîëîæèòåëüíà íà âñ¼ì èíòåðâàëå (1, X).

Íà îòðåçêå [1, X] ñòðîèì ìíîæåñòâî M = M [1, X]. Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå î
ñðåäíåì, äëÿ íåêîòîðîãî ξ′ ∈M èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

X∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx = A(ξ′) + γB(ξ′), ãäå γ =
1

Xσ′ .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà 1 < ξ′ < X.

Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî Φ(x) > 0 íà âñ¼ì èíòåðâàëå (1, X), ïîýòîìó

B(ξ′) = Φ(ξ′) > 0.

Òàê êàê 0 < γ < 1, ïîëó÷àåì

X∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx = A(ξ′) + γ B(ξ′)︸ ︷︷ ︸
>0

< A(ξ′) +B(ξ′) =

X∫
1

Ψ(σ, x)dx. (9)

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà, à èìåííî, ÷òî îíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
ëþáîãî ξ ∈M.

Åñëè ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, òî íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî.

Ïóñòü â ìíîæåñòâå M èìååòñÿ áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà. Âîçüì¼ì òåïåðü ïðîèç-
âîëüíîå ξ ∈M. Òîãäà

A(ξ) + γB(ξ) =

ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx+ γ

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx =

=

( ξ′∫
1

Ψ(σ, x)dx+

ξ∫
ξ′

Ψ(σ, x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0

)
+ γ

( ξ′∫
ξ

Ψ(σ, x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0

+

X∫
ξ′

Ψ(σ, x)dx

)
=

= A
(
ξ′
)

+ γB
(
ξ′
)
< A(ξ′) +B(ξ′) =

ξ′∫
1

Ψ(σ, x)dx+

X∫
ξ′

Ψ(σ, x)dx =

=

( ξ∫
1

Ψ(σ, x)dx+

ξ′∫
ξ

Ψ(σ, x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0

)
+

( ξ∫
ξ′

Ψ(σ, x)dx

︸ ︷︷ ︸
=0

+

X∫
ξ

Ψ(σ, x)dx

)
=

= A(ξ) +B(ξ).

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êîððåêòíîñòü íåðàâåíñòâà 9 óñòàíîâ-
ëåíà.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àè, êîãäà êàêîå-òî ξ ∈ M ñîâïàä¼ò ñ îäíèì èç êîíöîâ îòðåçêà
[1, X].

Ïóñòü ξ = 1, òîãäà

X∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx = A(1)︸︷︷︸
=0

+γB(1) = γ

X∫
1

Ψ(σ, x)dx

︸ ︷︷ ︸
>0

<

X∫
1

Ψ(σ, x)dx.

Íåðàâåíñòâî 8 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü ξ = X, òîãäà

X∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx = A(X) + γ B(X)︸ ︷︷ ︸
=0

=

X∫
1

Ψ(σ, x)dx.

Íåðàâåíñòâî 8 âûïîëíÿåòñÿ è â ýòîì ñëó÷àå.

Ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà x = X ÿâëÿëàñü åäèíñòâåííûì íóë¼ì
ôóíêöèè Φ(x) íà îòðåçêå [1, X].

Ïåðåéä¼ì ê îáùåìó ñëó÷àþ.

Ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè Φ(x) çàìêíóòî íà [1, X] êàê ïðîîáðàç çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà {0} è îãðàíè÷åíî, ïîýòîìó íèæíÿÿ ãðàíü ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ íàè-
ìåíüøèì ýëåìåíòîì. Îáîçíà÷èì åãî z1.

Ïðîèñõîæäåíèå íóëåé îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì I+ îáúåäèíåíèå âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îòðåçêîâ, I− - îáúåäèíåíèå âñåõ
îòðèöàòåëüíûõ îòðåçêîâ. Íåëüçÿ èñêëþ÷èòü ñëó÷àé, êîãäà èíòåãðàëû îò ôóíêöèè
Ψ(σ, x) íà ìíîæåñòâàõ [z,X] ∩ I+ è [z,X] ∩ I− ðàâíû ïî ìîäóëþ. Ìíîæåñòâî íóëåé
êîíå÷íî, òàê êàê ìíîæåñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ îòðåçêîâ, ïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ñ îòðåçêîì [1, X], êîíå÷íû.

Íàñ òåïåðü èíòåðåñóåò ñëó÷àé z1 < X.

Åñëè z1 = 1, òî Φ(1) = 0, íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî èçíà÷àëüíî â ñèëó
íåðàâåíñòâ 6 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Φ(1) > 0. Ïîýòîìó z1 6= 1, çíà÷èò, 1 < z1 < X.

z1∫
1

Ψ(σ, x)dx =

z1∫
1

Ψ(σ, x)dx+ Φ(z1)︸ ︷︷ ︸
=0

=

X∫
1

Ψ(σ, x)dx = Φ(1) > 0.

Ââåä¼ì ôóíêöèþ Φ1(x) =
z1∫
x

Ψ(σ, x)dx íà [1, z1]; ïî ïîñòðîåíèþ,

Φ1(x) =

z1∫
x

Ψ(σ, x)dx+ Φ(z1)︸ ︷︷ ︸
=0

= Φ(x),
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òî åñòü Φ1(x) = Φ(x) íà [1, z1].

Ïî ïîñòðîåíèþ òî÷êè z1, ôóíêöèÿ Φ(x) íå èìååò íóëåé íà ïîëóèíòåðâàëå [1, z1),
ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì íóë¼ì ôóíêöèè Φ(x) íà [1, z1].

Òàê êàê Φ1(1) = Φ(1) > 0, òî Φ1(x) ñîõðàíÿåò ïîëîæèòåëüíûé çíàê íà (1, z1).

Òî÷êà z1 íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ â îòðèöàòåëüíîì ïîëóèíòåðâàëå (x2m+1, x2m+2]
íè ïðè êàêîì m ∈ N0, èíà÷å ôóíêöèÿ Φ1(x) ñîõðàíÿëà áû îòðèöàòåëüíûé çíàê íà
èíòåðâàëå (1, z1), ÷òî ñëåäîâàëî áû èç òîãî, ÷òî Φ1(x2m+1) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà
z1 ìîæåò íàõîäèòüñÿ òîëüêî â íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì ïîëóèíòåðâàëå (x2m, x2m+1]
ïðè êàêîì-òî m ∈ N0,

Íà îòðåçêå [1, z1] â òî÷íîñòè òà æå ñèòóàöèÿ, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ñ åäèí-
ñòâåííûì íóë¼ì x = X. Ïðîâåä¼ì âñå àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ìíîæåñòâà
M = M [1, z1].

Ïóñòü ξ ∈M = M [1, z1]. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ðàâåíñòâî â 8 äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî åñëè ξ = z1:

z1∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx =

z1∫
1

Ψ(σ, x)dx.

Èòàê, â äîêàçûâàåìîì íåðàâåíñòâå 8 äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

Åñëè æå 1 6 ξ < z1, òî òîãäà èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

z1∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx <

z1∫
1

Ψ(σ, x)dx. (10)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

z1∫
1

1

xσ′ Ψ(σ, x)dx 6

z1∫
1

Ψ(σ, x)dx. (11)

Îáîçíà÷èì

ϕ(x) =

(
1− 1

xσ′

)
Ψ(σ, x).

Íà [1, X] ïîñòðîèì ôóíêöèþ

Ω(x) =

X∫
x

ϕ(x)dx.

Äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî 9 ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

Ω(1) > 0. (12)

Ω(X) = 0, òî åñòü x = X ÿâëÿåòñÿ íóë¼ì ýòîé ôóíêöèè; ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòîò íóëü åäèíñòâåííûé. Òî÷êà X, ïî ïîñòðîåíèþ, ëåæèò â êàêîì-òî ïîëîæèòåëüíîì
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èíòåðâàëå (x2m, x2m+1) ïðè íåêîòîðîì m ∈ N0, ôóíêöèÿ Ψ(σ, x) çäåñü ïîëîæèòåëüíà,
êðîìå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íóëåé (çà ñ÷¼ò ìíîæèòåëÿ {x}), ïîýòîìó

Ω(x2m) =

X∫
x2m

(
1− 1

xσ′

)
Ψ(σ, x)dx > 0,

ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò çíàê ñîõðàíÿåòñÿ íà âñ¼ì èíòåðâàëå (1, X). Ñëåäîâàòåëüíî,

Ω(1) =

X∫
1

(
1− 1

xσ′

)
Ψ(σ, x)dx > 0,

òî åñòü èìååò ìåñòî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî 9.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó Ω(x), êðîìå íóëÿ x = X, åñòü åù¼ íóëè. Êàê è â
ñëó÷àå ñ ôóíêöèåé Φ(x), íóëåé ìîæåò áûòü òîëüêî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî; îáîçíà÷èì
z2 íàèìåíüøèé èç íèõ.

Åñëè z2 = 1, òî Ω(1) = 0, òî åñòü èìååò ìåñòî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî 9.

Ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé 1 < z2 < X.

Ïóñòü z2 = z1. Â ýòîì ñëó÷àå íà îòðåçêå [1, z1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 11,
íà îòðåçêå [z1, X] = [z2, X] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ω(z1) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò
ìåñòî äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî 9.

Ïóñòü z2 > z1.

Íåðàâåíñòâî 12 äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî, òî åñòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî Ω(1) < 0.

Òàê êàê z2 - íàèìåíüøèé íóëü ôóíêöèè Ω(x), òî íà èíòåðâàëå (1, z2) ôóíêöèÿ
Ω(x) ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûé çíàê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ýòîì èíòåðâàëå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî Ω(x) < 0.

Îáîçíà÷èì

α =

z1∫
1

ϕ(x)dx, β =

z2∫
z1

ϕ(x)dx,

Âûøå áûëî äîêàçàíî íåðàâåíñòâî 11, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî α > 0, íî òîãäà β < 0, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå Ω(1) = α + β + Ω(z2)︸ ︷︷ ︸

=0

> 0.

Íà îòðåçêå [z1, z2] ïîñòðîèì äâå ôóíêöèè

ω̂(x) =

x∫
z1

ϕ(x)dx è ω(x) =

z2∫
x

ϕ(x)dx.

Ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî ω̂(x) + ω(x) = β < 0.

Èòàê, ñóììà ω̂(x) +ω(x) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå (z1, z2) è íà í¼ì îòðèöàòåëüíà.

Íà ðèñóíêå 2.1 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèé ω̂(x) è ω(x), ëåâûé
÷åðò¼æ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà â íåðàâåíñòâå 11 äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî, à ïðà-
âûé ÷åðò¼æ ñîîòâåòñòâóåò ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó.
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Ðèñ. 2.1. Ãðàôèêè ôóíêöèé ω(x) è ω̂(x)

Òàê êàê íà èíòåðâàëå (1, z2), ïî ïðåäïîëîæåíèþ, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ω(x) <
0, òî è ω(x) < 0, ïîýòîìó ãðàôèê ôóíêöèè öåëèêîì ëåæèò íèæå îñè àáñöèññ è
ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé â òî÷êå ñ àáñöèññîéz2.

Òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ω̂(x) ñ îñüþ x, íà ëåâîì
÷åðòåæå îíà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé z1, òàê êàê ω̂(z1) = 0, à íà ïðàâîì ÷åðòåæå îíà
ïîÿâëÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî ω̂(z1) > 0 è ω̂(z2) < 0.

Íà èíòåðâàëå (z1, z2) âîçüì¼ì òî÷êó À òàê, ÷òîáû ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
íå¼ ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè àáñöèññ, ïåðåñåêàëà îáà ãðàôèêà è ïðÿìóþ y = β; ïóñòü
B,C,D- ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, êàê íà ëåâîì ÷åðòåæå.

Èç ðàâåíñòâ ω̂(A) + ω(A) = β = −AD = −AC − AB = −AC − CD ñëåäóåò, ÷òî
AB = CD. Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé èõ îðäèíàòû ðàâíû β

2
. Íî òîãäà

ãðàôèêè ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = β
2
.

Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè ω̂(x), ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ èíòåðâàëó (z0, z2), öåëèêîì ëåæèò íèæå îñè àáñöèññ è ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé òîëüêî
â òî÷êå ñ àáñöèññîéz0.

Èòàê, îáå ôóíêöèè, ω̂(x) è ω(x), îòðèöàòåëüíû íà èíòåðâàëå (z0, z2).

Ñòðîèì ìíîæåñòâî M = M [z0, z2].

Ñîãëàñíî âòîðîé òåîðåìå î ñðåäíåì äëÿ èíòåãðàëà, ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ M
òàêàÿ, ÷òî

β = γ1A+ γ2B, ãäå A = ω̂(ξ) < 0, B = ω(ξ) < 0, γ1 =
1

z1σ
′ , γ2 =

1

z2σ
′ .

Òàê êàê 0 < γ2 < γ1 < 1, A < 0, B < 0, ïîëó÷àåì β = γ1A+γ2B > γ2(A+B) = γβ,
çíà÷èò, β > γβ, ñëåäîâàòåëüíî, (1 − γ)β > 0, íî 1 − γ > 0, ïîýòîìó β > 0, íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âûøå áûëî óêàçàíî, ÷òî β < 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äëÿ ñëó÷àÿ z2 > z1 áûëî ïîëó÷åíî èç ïðåäïîëîæåíèÿ,
÷òî Ω(x) < 0. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå Ω(x) > 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê ñëó÷àþ z2 < z1.

Íà îòðåçêå [1, z2] ïîñòðîèì äâå ôóíêöèè

ω̂(x) =

x∫
1

ϕ(x)dx è ω(x) =

z2∫
x

ϕ(x)dx.
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Ω(x) < 0 íà èíòåðâàëå (1, X). Ïî ïîñòðîåíèþ, Ω(z2) = 0,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ω(1) < 0 íà èíòåðâàëå (1, z2).

Îáîçíà÷èì β = ω(1) = ω̂(z2).

Ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî ω̂(x) + ω(x) = β < 0.

Èòàê, ñóììà ω̂(x) + ω(x) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå (1, z2) è íà í¼ì îòðèöàòåëüíà.

Ïîâòîðÿÿ òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì òàê æå, ÷òî
ãðàôèêè ýòèõ äâóõ ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = β

2
.

Ðèñ. 2.2. Ãðàôèêè ôóíêöèé ω(x) è ω̂(x)

Ãðàôèê ôóíêöèè ω̂(x) öåëèêîì ëåæèò íèæå îñè àáñöèññ è ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé
òîëüêî â òî÷êå ñ àáñöèññîéx = z2, ñëåäîâàòåëüíî, ãðàôèê ôóíêöèè ω(x) òîæå öåëèêîì
ëåæèò íèæå îñè àáñöèññ è ïåðåñåêàåòñÿ ñ íåé òîëüêî â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = 1.

Òî÷êà x = 1 ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êîíöîì ïîëîæèòåëüíîãî îòðåçêà [1, x1].

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x′ ∈ (1, x1) ∩ (1, z2).

Âûøå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ω(x) < 0 íà èíòåðâàëå (1, z2), çíà÷èò, ω(x′) < 0.

Íî âåäü ýòà æå ôóíêöèÿ íà ïîëîæèòåëüíîì èíòåðâàëå (1, x1) ïîëîæèòåëüíà,
ñëåäîâàòåëüíî, ω(x′) > 0.

Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî Ω(x) < 0
íà èíòåðâàëå (1, X), íåâåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà. �

3 Äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ðèìàíà

Òåîðåìà. Åñëè äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà èìååò íåòðèâèàëüíûé íóëü

s0 = σ0 + it0, òî σ0 = 1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì t0 >
0. Íåòðèâèàëüíûé íóëü äçåòà-ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 2, çíà÷èò, ïàðà
(σ0, t0) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 4 è, â ÷àñòíîñòè, âòîðîìó óðàâíåíèþ ýòîé ñèñòåìû, à
èìåííî v1(σ, t) = v2(σ, t).
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Ñîãëàñíî ëåììå 1, ãðàôèê w = v2(σ, t0) ïðàâîé ÷àñòè âîçðàñòàåò. Ñîãëàñíî ëåììå
2, ãðàôèê w = v1(σ, t0) ëåâîé ÷àñòè óáûâàåò âíóòðè êðèòè÷åñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà,
çíà÷èò, ýòè ãðàôèêè èìåþò íå áîëåå îäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Òàê êàê ãðàôèêè, êàê
óêàçàíî âûøå, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (σ0, w0), òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ.

Êàê èçâåñòíî, åñëè òî÷êà s0 = σ0 + it0 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì íóë¼ì äçåòà-
ôóíêöèè, òî òî÷êà 1− σ0 + it0, òî åñòü ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
Re s = 1/2 â ïëîñêîñòè (σ, t), òîæå ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì íóë¼ì äçåòà-ôóíêöèè.
Ïîýòîìó ÷èñëî 1− σ0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ v1(σ, t0) = v2(σ, t0).

Îáîçíà÷èì w0 = v1(σ0, t0) = v2(σ0, t0), σ1 = 1 − σ0, w1 = v1(σ1, t0) = v2(σ1, t0).
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïðè ýòîì σ0 6= 1/2, òî òî÷êà (σ1, w1) òîæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé w = v1(σ, t0) è w = v2(σ, t0), îòëè÷íîé îò òî÷êè
(σ0, w0). Íî âûøå áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ýòè ãðàôèêè ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ òîëüêî â
îäíîé òî÷êå. Ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî, σ0 = 1/2.

�
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